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Resumo
O resseguro é um seguro para o segurador e, por isso, uma das formas que as companhias de seguros
possuem para mitigar algum do seu risco. Para isso, são negociados anualmente novos tratados de
resseguro. Estes tratados, geralmente, não cobrem os riscos na sua totalidade, por essa razão deve ser
estudado qual o tipo de resseguro mais adequado.
Neste trabalho, são analisados vários tratados de resseguro, tendo em conta a perspetiva do res-
segurado e do ressegurador. Os tratados mais simples são estudados aplicando ordens estocásticas,
em especial a ordem convexa, de forma, a ordená-los em relação ao seu nível de risco. Também são
estudadas e ordenadas algumas misturas desses tratados, uma vez que também se aplicam no mundo
dos seguros. Para além desses serão abordados resseguros baseados em estatísticas de ordem, que não
são usualmente considerados em contexto real.
É também desenvolvida um análise estatística de um conjunto de dados referentes a montantes de
indemnização, para assim observar o seu comportamento e tentar avaliar qual o tratado mais adequado
para o ressegurador ou para a cedente.
Palavras-chave: Resseguro, Ordem estocástica, Ordem convexa, Stop-loss, Quota-parte, Excess
of loss, Resseguro das maiores indemnizações, ECOMOR.
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Abstract
The reinsurance is an insurance for the insurer and one of the mechanisms the insurance companies
have to mitigate some of their risk. Reinsurance treaties are negotiated annually and generally don’t
cover all risks, therefore an analysation of each case is required to determine which type of reinsurance
is the most adequate.
Several reinsurance treaties are analyzed with both the perspective of the reinsured and the reinsurer
being taken into account. The simplest treaties are studied by applying stochastic orders, particulary
the convex order, so that we may sort them by their level of risk. Mixtures of these treaties are studied
and sorted too, since they are also used in the reinsurance world. In addition, order statistics based
reinsurance will also be discussed, which are not usually considered in a real world scenario.
A statistical analysis is developed of a data set of claim amounts to perceive their behaviour and
try to evaluate the most adequate type of reinsurance to either the reinsurer or the cedent.
Keywords: Reinsurance, Stochastic order, Convex order, Stop-loss, Quota-share, Excess of loss,
Largest claims reinsurance, ECOMOR.
Análise de Tratados de Resseguro 6
Conteúdo
1 Introdução 14
2 Análise de tratados de resseguro 18
2.1 Resseguro convencional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.1.1 Análise de algumas estruturas de resseguro básicas . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.1.2 Ordens estocásticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.1.3 Excess of loss (XL) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.1.3.1 Função de prémio XL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.2 Resseguro baseado em estatísticas de ordem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.2.1 LCR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2.2 ECOMOR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3 Aplicação a um caso real 27
3.1 Descrição sumária dos dados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.2 Modelação da frequência de indemnizações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.3 Modelação dos montantes de indemnizações individuais . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.3.1 Abordagem POT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.3.2 Outras distribuições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.4 Aplicação aos tratados de resseguro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.4.1 Estruturas básicas de resseguro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.4.2 Misturas das estruturas básicas de resseguro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3.4.3 Tratado Excess of loss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
3.4.4 Tratado LCR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
3.4.5 Tratado ECOMOR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.4.6 Comparação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
3.5 Considerações Finais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
Anexos 77
A Modelação da frequência de indemnizações: outras distribuições 78
Análise de Tratados de Resseguro 7
B Teoria de Valores Extremos: conceitos e resultados fundamentais 80
B.1 Modelo máximo por blocos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
B.2 Modelo POT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
B.2.1 Seleção do limiar (threshold) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
B.2.2 Estimação de parâmetros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
C Modelação dos montantes de indemnizações individuais: outras distribuições 84
C.1 Dados originais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
C.2 Dados transformados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
Análise de Tratados de Resseguro 8
Lista de Tabelas
3.1 Medidas descritivas da variável N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.2 Critérios BIC e AIC para as distribuições estimadas de N . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.3 Testes de hipóteses para as distribuições estimadas de N . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.4 Medidas descritivas da variável X. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.5 Medidas descritivas da variável Y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.6 Número de excedências de acordo com o threshold. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.7 Critério da verosimilhança logarítmica. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.8 Critérios BIC e AIC para as aproximações aos dados originais. . . . . . . . . . . . . . . 46
3.9 Testes de hipóteses para as aproximações aos dados originais. . . . . . . . . . . . . . . 46
3.10 Critérios BIC e AIC para as aproximações aos dados transformados. . . . . . . . . . . 48
3.11 Testes de hipóteses para as aproximações aos dados transformados. . . . . . . . . . . . 48
3.12 Critério BIC para uma mistura Gaussiana. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.13 Medidas descritivas da variável XSL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.14 Medidas descritivas da variável X ′SL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.15 Medidas descritivas da variável XQS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.16 Medidas descritivas da variável X ′QS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.17 Medidas descritivas da variável XAL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.18 Medidas descritivas da variável X ′AL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.19 Total de indemnizações no caso dos resseguros stop-loss, quota-parte e resseguro com
limiar agregado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3.20 Medidas descritivas da variável XXL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
3.21 Medidas descritivas da variável X ′XL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.22 Medidas descritivas das indemnizações a cargo do ressegurador num resseguro LCR. . 69
3.23 Medidas descritivas das indemnizações a cargo da cedente num resseguro LCR. . . . . 70
3.24 Medidas descritivas das indemnizações a cargo do ressegurador num resseguro ECOMOR. 72
3.25 Medidas descritivas das indemnizações a cargo da cedente num resseguro ECOMOR. . 73
3.26 Comparação entre o XL, QS, LCR e ECOMOR considerando o agregado total de in-
demnizações em unidades monetárias. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
Análise de Tratados de Resseguro 9
Lista de Figuras
3.1 Gráfico de barras que descreve o no de indemnizações por ano. . . . . . . . . . . . . . 27
3.2 Gráfico que descreve os montantes de indemnizações. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.3 Frequência absoluta da variável N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.4 Função de frequência relativa de N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.5 Função de frequências relativas acumuladas de N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.6 Aproximação a uma distribuição de Poisson. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.7 Comparação entre as distribuições (PP plot). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.8 Comparação entre as distribuições (QQ plot). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.9 Comparação entre as distribuições (CDF). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.10 Diagrama em caixa de bigodes (à esquerda) e o seu histograma (à direita). . . . . . . . 34
3.11 Função densidade de probabilidade de X (à esquerda) estimada e a sua função de dis-
tribuição (à direita). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.12 Diagrama em caixa de bigodes (à esquerda) e o seu histograma (à direita). . . . . . . . 35
3.13 Função densidade de probabilidade de Y (à esquerda) estimada e a sua função de dis-
tribuição (à direita). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.14 Mean residual life plot de X. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.15 Threshold escolhido (linha vermelha) e zoom da área anterior ao threshold. . . . . . . . 38
3.16 Parâmetro de escala modificado em função do threshold. . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.17 Parâmetro de forma em função do threshold. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.18 Percentagem de observações que excedem u em função de u. . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.19 Diagnóstico do modelo GPD. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.20 Mean residual life plot de Y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.21 Threshold escolhido para Y (linha vermelha). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.22 Parâmetro de escala em função do threshold. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.23 Parâmetro de forma em função do threshold. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.24 Percentagem de observações que excedem u em função de u. . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.25 Diagnóstico do modelo GPD dos dados com logaritmo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
Análise de Tratados de Resseguro 10
3.26 Comparação dos modelos GPD. Modelo com os dados originais (à esquerda) e modelo
com os dados transformados (à direita). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.27 Comparação dos modelos GPD. Modelo com os dados originais (à esquerda) e modelo
com os dados tranformados (à direita). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.28 Aproximação à distribuição Log-normal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.29 Comparação das distribuições anteriores. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.30 Aproximação de Y à distribuição Beta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.31 Comparação das distribuições anteriores. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.32 Aproximação de Y a uma mistura Gaussiana de 4 componentes. . . . . . . . . . . . . . 49
3.33 Aproximação de Y a uma mistura Gaussiana de 3 componentes. . . . . . . . . . . . . . 50
3.34 Aproximação a uma distribuição Normal (à esquerda) e aproximação a uma mistura de
3 distribuições Normais (à direita). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.35 Indemnizações acumuladas por ano (à esquerda) e indemnização máxima por ano (à
direita) de XSL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.36 Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) de XSL. . . . . . 53
3.37 Função de densidade de probabilidade estimada (à esquerda) e a função de distribuição
(à direita) de XSL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.38 Indemnizações acumuladas por ano (à esquerda) e indemnização máxima por ano (à
direita) de X ′SL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.39 Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) de X ′SL. . . . . . 55
3.40 Função de densidade de probabilidade estimada (à esquerda) e a função de distribuição
(à direita) de X ′SL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.41 Indemnizações acumuladas por ano (à esquerda) e indemnização máxima por ano (à
direita) de XQS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.42 Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) de XQS . . . . . . 56
3.43 Função de densidade de probabilidade estimada(à esquerda) e a função de distribuição
estimada (à direita) de XQS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.44 Indemnizações acumuladas por ano (à esquerda) e indemnização máxima por ano (à
direita) de X ′QS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.45 Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) de X ′QS . . . . . . 58
3.46 Função de densidade de probabilidade (à esquerda) e a função de distribuição (à direita)
de X ′QS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.47 Indemnizações acumuladas por ano (à esquerda) e indemnização máxima por ano (à
direita) de XAL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.48 Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) de XAL. . . . . . 59
Análise de Tratados de Resseguro 11
3.49 Função de densidade de probabilidade estimada (à esquerda) e a função de distribuição
(à direita) de XAL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.50 Indemnizações acumuladas por ano (à esquerda) e indemnização máxima por ano (à
direita) de X ′AL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.51 Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) de X ′AL. . . . . . 61
3.52 Função de densidade de probabilidade (à esquerda) e a função de distribuição(à direita)
de X ′AL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.53 Comparação entre o stop-loss, o quota-parte e o com limiar agregado do ponto de vista
do ressegurador. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3.54 Comparação entre as estruturas de resseguro e as suas misturas. . . . . . . . . . . . . . 63
3.55 Indemnizações acumuladas por ano (à esquerda) e indemnização máxima por ano (à
direita) de XXL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.56 Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) de XXL. . . . . . 64
3.57 Função de densidade de probabilidade estimada (à esquerda) e a função de distribuição
estimada (à direita) de XXL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.58 Indemnizações acumuladas por ano (à esquerda) e indemnização máxima por ano (à
direita) de X ′XL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.59 Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) de X ′XL. . . . . . 66
3.60 Função de densidade de probabilidade estimada (à esquerda) e a função de distribuição
estimada (à direita) de X ′XL. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3.61 Prémio de resseguro XL em função da retenção. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.62 Prémio de resseguro XL em função do limiar. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.63 Total a pagar pelo ressegurador (S′′) em função de p num tratado LCR. . . . . . . . . 68
3.64 Total a pagar pelo ressegurado (S′) em função de p num tratado LCR. . . . . . . . . . 68
3.65 Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) das indemnizações
a cargo do ressegurador num LCR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.66 Função de densidade de probabilidade (à esquerda) e a função de distribuição (à direita)
do ponto de vista do ressegurador num tratado LCR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.67 Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) das indemnizações
a cargo da cedente num tratado LCR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.68 Função de densidade de probabilidade estimada (à esquerda) e a função de distribuição
(à direita) do ponto de vista da cedente num tratado LCR. . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.69 Total a pagar pelo ressegurador (S′′) em função de p num tratado ECOMOR. . . . . . 71
3.70 Total a pagar pelo ressegurado (S′) em função de p num tratado ECOMOR. . . . . . . 72
3.71 Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) das ind. a cargo
do ressegurador num tratado ECOMOR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
Análise de Tratados de Resseguro 12
3.72 Função de densidade de probabilidade estimada (à esquerda) e a função de distribuição
(à direita) do ponto de vista do ressegurador num tratado ECOMOR. . . . . . . . . . 73
3.73 Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) do ponto de vista
da cedente num tratado ECOMOR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
3.74 Função de densidade de probabilidade estimada das indemnizações a cargo da cedente
(à esquerda) e a sua função de distribuição (à direita) num tratado ECOMOR. . . . . 74
3.75 Comparação entre o XL, o quota-parte (QS), o LCR e o ECOMOR do ponto de vista
do ressegurador. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
A.1 Aproximação a uma distribuição Binomial Negativa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
A.2 Aproximação a uma distribuição Geométrica. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
A.3 Aproximação a uma distribuição Normal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
C.1 Aproximação à distribuição Normal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
C.2 Aproximação à distribuição Gama. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
C.3 Aproximação de Y à distribuição Gama. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
C.4 Aproximação de Y à distribuição Weibull. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
Análise de Tratados de Resseguro 13
Lista de Abreviaturas
AIC Akaike’s Information Criterion
AL Resseguro com limiar agregado (Aggregate limit)
BFGS Broyden - Fletcher - Goldfarb - Shanno
BIC Bayesian Information Criterion
CatXL Excess of loss (por evento)
CDF Função de distribuição acumulada
ECOMOR Excedente do custo médio relativo (Excédent du Cout Môyen Relatif )
EM Expectation-Maximization (algoritmo)
GPD Distribuição de Pareto generalizada
LCR Resseguro das maiores indemnizações (Largest Claims Reinsurance)
PML Perda máxima provável (Probable Maximum Loss)
POT Peaks over threshold
QS Quota-parte (Quota Share)
SL Stop loss
u.m. unidade monetária
XL Excess of loss (por risco)
Análise de Tratados de Resseguro 14
Capítulo 1
Introdução
O meu estágio curricular realizou-se na companhia de seguros Ageas Portugal. A Ageas é um
grupo segurador internacional, sediado em Bruxelas, presente em 13 países da Europa e da Ásia que
propõe soluções Vida e Não Vida a clientes individuais e empresariais. Está presente em Portugal
desde 2005, através de marcas reconhecidas, como a Médis e a Ocidental. No ano 2016 comprou a Axa
Portugal, sendo nas instalações desta última aquisição que decorreu o estágio. Mais propriamente, no
departamento do resseguro, onde o meu papel era extrair informação de bases de dados com recurso ao
SAS e automatização de alguns processos com recurso ao Excel/VBA, tais como cálculo de variáveis
de resseguro para a contabilidade e parametrização de novos contratos. Este relatório contempla a
análise de alguns tratados de resseguro e para ter um caso de estudo foi disponibilizado pela Ageas um
conjunto de dados.
O resseguro é um seguro para o seguro [18]. Ou seja, a seguradora faz um seguro dos riscos
que possui, transferindo-os para um ressegurador. A parte dos riscos1 que a seguradora transfere é
denominada por cessão e a parte que não transfere para o ressegurador é denominada por retenção.
Assim, o resseguro pode ser visto como uma maneira de estabilizar o futuro de uma seguradora face
às consequências financeiras negativas.
O primeiro resseguro [18] de que se tem conhecimento foi escrito em latim, em Génova em Julho
de 1370. Dizia respeito a uma carga que iria ser transportada desde o mar de Cadiz (em Espanha)
até Sluis (em Flandres), que estava segurada. Contudo, devido à natureza perigosa da travessia, a
seguradora transferiu a maior parte dos seus riscos a uma segunda seguradora. O segundo registo que
se tem conhecimento de um contrato de resseguro é relativo a um carregamento de lã, em 16 de Maio
de 1409, em Florência. Neste registo, o termo “rasichurare” aparece pela primeira vez, sendo este termo
equivalente ao atual, em italiano, “riassicurare”.
A primeira seguradora conhecida que utilizava apólices de seguro impressas localizava-se em Sevilha
em 1552. As primeiras seguradoras tinham a necessidade de diluir os riscos assumidos, o que se conse-
1Possíveis ocorrências de eventos que afetam o património do segurado.
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guia a partir de um sistema de cosseguro, ou seja, os maiores riscos eram divididos entre elas, de acordo
com percentagens previamente fixadas. Mas ocorria que os valores segurados pelas apólices cresciam
rapidamente, assim como o número de cosseguradores por risco, uma vez que cada um deles geralmente
não desejava participar com quotas importantes. Essa situação levou as primeiras seguradoras a situ-
ações complicadas em termos de administração e até, em alguns casos, à falta de capacidade. Assim,
começou-se a desenvolver e a consolidar o resseguro puro, que ganhou reconhecimento institucional no
século XVII com a formação quase simultânea de companhias de seguros como sociedades anónimas.
[18]
Para além dos seguradores diretos, que também podem ser denominados por cedentes por cederem
parte dos seus riscos, e dos resseguradores, outras entidades intervêm no resseguro, tais como:
• Retrocessionários: são as entidades que resseguram o ressegurador, isto é, o ressegurador
transfere parte dos seus riscos a um outro segurador e é designado de retrocessão.
• Brokers de resseguro: são entidades que assumem o papel de representantes da seguradora
na negociação de um contrato de resseguro e também a informam sobre os melhores tipos de
contrato de acordo com a sua situação.
• Pool de resseguro: é um acordo de cooperação entre um número de companhias que operam
num mercado específico, com o objetivo de proteger a totalidade de um risco, repartindo por
vários resseguradores.
• Companhias cativas: são fundadas por companhias, geralmente multinacionais, para segurar
os seus próprios riscos.
A relação entre as companhias de seguro (cedentes) e os resseguradores é formalizada num docu-
mento denominado de contrato (ou tratado) de resseguro. Esta relação entre o ressegurador e a cedente
pode ser definida com base na posição do ressegurador e do ressegurado. Assim, pode-se dividir em res-
seguro facultativo, quando a lista de obrigações contratuais das partes são esporádicas e casuais, e em
resseguro obrigatório, quando se comprometem de forma permanente e integral perante as condições
do negócio.
No caso dos contratos de resseguro obrigatórios, uma vez estabelecidas as condições de resseguro
para um tipo de operação, o ressegurado é obrigado a cedê-las e o ressegurador é obrigado a aceitá-las.
Este tipo de tratado, geralmente é só pelo período de um ano. Neste tipo de contratos é preciso partir
de certos pressupostos que nem sempre são fáceis de estipular num documento contratual, tais como,
a descrição verídica do negócio, a confiança da solvência das partes e a gestão interna de sinistros do
ressegurado estar de acordo com os interesses do ressegurador.
Para além de ser classificado em facultativo ou em obrigatório, o resseguro também se distingue
de acordo com as modalidades aplicadas, ou seja, de acordo com as condições do que é cedido pela
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seguradora ao ressegurador. As duas modalidades principais e mais utilizadas são: proporcional e não
proporcional.
No caso de uma cessão proporcional, o ressegurador assume uma participação em todos os sinis-
tros registados, independentemente do seu valor, em troca de um percentual equivalente em prémios,
baseando-se assim na importância segurada ou na perda máxima provável (PML)2. Alguns tipos de
tratados proporcionais que existem são o quota-parte, excedente e a combinação de ambos. Destes
apenas o quota-parte será posteriormente analisado.
O resseguro quota-parte apresenta a vantagem de ser simples de administrar, pois a percentagem
de cessão é aplicada igualmente para todas as apólices, prémios e indemnizações, não sendo preciso
que a cedente verifique todos os riscos individualmente. Também é vantajoso para o ressegurador,
uma vez que ao receber uma parte de todos os riscos subscritos pela cedente passa a ter acesso a uma
carteira muito mais equilibrada do que teria com outros tipos de resseguro. Por outro lado, nem sempre
a retenção está de acordo com as necessidades da cedente, pois, a companhia de seguros é também
obrigada a ceder ao ressegurador os prémios correspondentes a riscos mais leves e de menor valor que
poderiam ser completamente retidos por si.
Já o tipo de resseguro não-proporcional implica que a seguradora só suportará a participação assu-
mida naqueles sinistros que ultrapassem a retenção da cedente, baseando-se assim no nível de sinistros.
Assim, a atribuição de obrigações entre a cedente e o ressegurador baseia-se nas indemnizações e não
no montante segurado. O ressegurador compensa a seguradora quando o montante de indemnizações
excede um limite previamente acordado (deductible, também denominado por prioridade ou franquia)
até atingir um limiar. Este tipo de resseguro é fácil de administrar para a cedente, pois a cessão não
é avaliada caso a caso. Em contrapartida, com este tipo de resseguro a cedente só é protegida contra
indemnizações isoladas e de valores elevados ou contra uma sucessão de indemnizações resultantes do
mesmo evento. Do ponto de vista do ressegurador, com um resseguro não-proporcional, é obtida maior
informação sobre a carteira ressegurada. O facto de os prémios serem coletados em avanço, gera um
considerável cash flow, que é bom para o ressegurador. No entanto, o rácio entre o prémio e o risco
aceite é muito alto, o que significa que uma perda total irá demorar anos a recuperar. Os tipos de tra-
tados não-proporcionais mais utilizados são o excess of loss por risco (XL), o excess of loss por evento
(CatXL) e o stop-loss. Destes apenas o stop-loss e o excess of loss por risco (XL) serão posteriormente
estudados.
Uma outra forma de resseguro, que ainda não é muito explorada na prática, é o resseguro baseado
em estatísticas de ordem. Este tipo de resseguro pode aplicar-se em riscos com baixa frequência mas
alta intensidade. Deste tipo de resseguro, serão analisados o LCR3 e o ECOMOR4.
Este relatório é composto por três capítulos. Para além deste primeiro capítulo, o segundo refere
2Probable Maximum Loss
3Largest claims reinsurance
4Excédent du cout môyen relatif
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definições e resultados que envolvem os tratados e o último retrata a análise de um conjunto de dados
de seguros e o comportamento dos tipos de tratados de resseguros considerados.
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Capítulo 2
Análise de tratados de resseguro
2.1 Resseguro convencional
Considere-se um conjunto de riscos num dado período de tempo e denote-se por N o número de
indemnizações e por X1, X2, . . . , Xn, . . . os montantes de indemnização. As variáveis aleatórias Xn
com n ≥ 1 são assumidas como não negativas, independentes e identicamente distribuídas e o número
de indemnizações é assumido como independente dos montantes de indemnização. Todas as variáveis
aleatórias estão definidas no mesmo espaço de probabilidade (Ω,A,P). Para cada inteiro n ≥ 0, tem-
se que PN = P (N = n). Adicionalmente, denota-se F a função de distribuição do montante de uma
indemnização e assume-se a existência da função de densidade f .
Tendo em conta o modelo do risco coletivo, o montante agregado das indemnizações denotado por
S, tem a seguinte forma:
S =

∑N
i=1Xi, se N > 0
0, se N = 0.
(2.1)
Sabe-se que os primeiros dois momentos de S [10] são dados por:
E(S) =E(N)E(X)
V (S) =E(N)V (X) + V (N)E(X)2.
(2.2)
Assume-se que o resseguro já foi acordado entre o ressegurador e o ressegurado (a cedente). Denota-
se por S′ o total de indemnizações pagas pelo ressegurado e por S′′ o total de indemnizações pagas
pelo ressegurador, satisfazendo assim que
S = S′ + S′′. (2.3)
O mesmo acontece ao considerar-se os montantes de indemnização individuais, ou seja,
X = X ′ +X ′′, (2.4)
sendoX ′ a parte da indemnizaçãoX que é retida pela cedente eX ′′ a parte que é cedida ao ressegurador.
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2.1.1 Análise de algumas estruturas de resseguro básicas
Definição 2.1.1. Stop-Loss
As indemnizações a cargo do ressegurador num resseguro stop-loss XSL com uma prioridade r > 0 são
dadas por:
XSL =

0, se 0 ≤ X ≤ r
X − r, se X > r.
E do ponto de vista da cedente, são dadas por:
X ′SL =

X, se 0 ≤ X < r
r, se X ≥ r.
Por exemplo, suponha-se que uma seguradora está coberta por um tratado stop-loss com uma re-
tenção de 350000 unidades monetárias. Se ocorrer um sinistro1 no valor de 400000 u.m., o ressegurador
garante 50000 u.m. e a seguradora retém o restante.
Definição 2.1.2. Quota-Parte
Seja 0 < q < 1 a percentagem de indemnizações que ficam para o ressegurador. Assim, as indemniza-
ções a cargo do ressegurador num resseguro quota-parte são definidas por XQS = qX. Por outro lado,
a retenção da seguradora é definida por X ′QS = (1− q)X.
Considere-se que a seguradora detém um tratado quota-parte com q = 40%. Desta forma, se ocorrer
um sinistro no valor de 400000 u.m., o ressegurador assume 0.40×400000 = 160000 u.m. e a seguradora
participa com os outros 60%.
Definição 2.1.3. Limiar agregado
As indemnizações a cargo do ressegurador XAL, num resseguro com um limiar agregado l > 0 são
dadas por:
XAL =

X, se 0 ≤ X ≤ l
l, se X > l
e a parte das indemnizações que fica para a seguradora X ′AL são dadas por:
X ′AL =

0, se 0 ≤ X ≤ l
X − l, se X > l.
1Situação correspondente à ocorrência de um risco coberto pelo contrato de seguro.
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Suponha-se, por exemplo, que a seguradora possui um resseguro com limiar agregado de 500000
unidades monetárias. Se ocorrer um sinistro de 400000 u.m., o ressegurador cobre a totalidade. No
entanto, se o valor do sinistro for de 1 milhão de u.m., o ressegurador só garante as 400000 u.m. e
seguradora terá de cobrir o restante.
Este tipo de resseguro é o inverso do resseguro stop-loss, isto é, as indemnizações que ficam para o
ressegurador no stop-loss coincidem com as indemnizações que ficam para a cedente no resseguro com
um limiar agregado e vice-versa.
Intuitivamente, o resseguro com um limiar agregado parece o menos arriscado para o ressegurador.
Pois, o ressegurador tem o conhecimento do risco máximo que pode vir a suportar e este limiar é
acordado previamente. Já pela perspetiva do ressegurado, o resseguro stop-loss é o mais vantajoso e
menos arriscado, uma vez que agora é a cedente que possui a certeza de qual é o máximo risco que
poderá vir a garantir. Com um resseguro com um limiar agregado, a cedente não tem a garantia que
as suas necessidades estarão cobertas pelo resseguro. Com recurso às ordens estocásticas, a seguir,
apresentar-se-á a ordenação destas estruturas de resseguro pelo o seu nível de risco.
2.1.2 Ordens estocásticas
Definição 2.1.4. Ordem estocástica usual [17]: Sejam X e Y duas v.a. tais que P (X > t) ≤
P (Y > t) para todo o t ∈ <. Então X diz-se que é menor que Y em ordem estocástica usual, ou seja,
X st Y .
Esta ordem pode ser caraterizada como: X st Y se e só se E(φ(X)) ≤ E(φ(Y )) para todas as
funções φ : < 7→ < crescentes e desde que que os valores esperados existam. Assim, se X st Y , então
E(X) ≤ E(Y ) e V ar(X) ≤ V ar(Y ).
Definição 2.1.5. Ordem convexa crescente [17]: Sejam X e Y duas v.a. tais que E(φ(X)) ≤
E(φ(Y )) para todas as funções crescentes convexas φ : < 7→ <, desde que os valores esperados existam.
Neste caso, X diz-se menor que Y em ordem convexa crescente, ou seja, X icx Y .
Definição 2.1.6. Ordem convexa [17]: Sejam X e Y v.a. tais que E(φ(X)) ≤ E(φ(Y )) para todas
as funções convexas φ : < 7→ <, desde que os valores esperados existam. Então X diz-se menor que Y
em ordem convexa, ou seja, X cx Y .
A ordem convexa está muito relacionada com a ordem convexa crescente. A diferença entre estes
dois tipos de ordem estocástica é que a ordem convexa exige que E(φ(X)) ≤ E(φ(Y )) se verifique para
todas as funções convexas φ. Algumas características destes tipos de ordens estocásticas encontram-se
na seguinte proposição.
Proposição 2.1.1. (ver [17] e [9]) Sejam X e Y duas variáveis aleatórias. A função prémio stop-loss
de X é definida como piX(d) =
∫∞
d (1 − F (x))dx, onde F é a função de distribuição e d é o limite do
stop-loss.
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1. X icx Y se e só se piX(d) ≤ piY (d), ∀d ≥ 0
2. Se E(X) = E(Y ), então X cx Y se e só se piX(d) ≤ piY (d), ∀d ≥ 0
3. X icx Y se e só se existe uma variável aleatória Z tal que X st Z cx Y ou X cx Z st Y
Esta proposição diz-nos que ter um grande prémio stop-loss é condição necessária e suficiente tanto
para a ordem convexa como para a ordem convexa crescente. Mas é apenas uma condição necessária
para a ordem estocástica usual. Assim, se X st Y então X icx Y .
Assumindo que possuem média igual, uma condição suficiente para que uma variável aleatória
possua maior prémio stop-loss do que outra variável aleatória, para todo d ≥ 0, é que as funções de
distribuição das duas variáveis se cruzem apenas uma vez.
Proposição 2.1.2. (ver [3], [16], [17] e [9]) As funções de distribuição F e G satisfazem a condição
de apenas se cruzarem uma vez se para algum u∗ ∈]0, 1[,
F−1(u) ≤ G−1(u), se u ≥ u∗
F−1(u) ≥ G−1(u), se u < u∗.
Através do resultado seguinte a proposição 2.1.2 em conjunto com a igualdade das médias pode ser
usada para estabelecer a ordem convexa entre duas variáveis aleatórias.
Proposição 2.1.3. (ver [16], [17] e [9]) Sejam X e Y duas variáveis aleatórias com funções de
distribuição F e G, respetivamente, em que E(X) = E(Y ). Então, X cx Y se para algum u∗ ∈]0, 1[,
F−1(u) ≤ G−1(u), se u ≥ u∗
F−1(u) ≥ G−1(u), se u < u∗.
Referem-se a seguir algumas relações importantes entre os tipos de resseguro considerados.
Proposição 2.1.4. [9] Assume-se que o resseguro stop-loss XSL, o resseguro com um limiar agregado
XAL e o resseguro quota-parte XQS, para um montante de indemnizações X, possuem o mesmo valor
esperado. Sob a ordem convexa, o resseguro stop-loss é mais arriscado do que o resseguro quota-parte,
que por sua vez é mais arriscado que o resseguro com um limiar agregado, isto é, XAL cx XQS cx
XSL, do ponto de vista do ressegurador.
Assim, do ponto de vista do ressegurador, o resseguro stop-loss é o mais arriscado e o resseguro
com limiar agregado é o menos arriscado.
Muitas vezes, em vez de estruturas básicas de resseguro são utilizadas misturas dessas estruturas.
Agora analisa-se o comportamento da mistura entre resseguros proporcionais (quota-parte) com não
proporcionais (stop-loss ou com um limiar agregado), sempre do ponto de vista do ressegurador.
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Definição 2.1.7. Quota-parte com um limiar agregado
O resseguro XQS,AL com um limiar agregado l > 0 e com uma percentagem de quota-parte 0 < q < 1
é definido por:
XQS,AL =

qX, se 0 ≤ qX ≤ l
l, se qX > l.
Definição 2.1.8. Quota-parte com stop loss
O resseguroXSL,QS com stop-loss de prioridade r > 0 e com uma percentagem de quota-parte 0 < q < 1
é definido por:
XQS,SL =

0, se 0 ≤ qX ≤ r
qX − r, se qX > r.
Agora com as misturas, já não é tão intuitivo prever qual seria o mais adequado para o ressegurador
ou para a cedente. Assim, com recurso a ordens estocásticas, esta questão será novamente analisada.
Proposição 2.1.5. [9] Denote-se q, q1 e q2 como as percentagens do quota-parte, r e r2 como as
retenções do stop-loss, e l e l1 como os limiares agregados. Sejam 0 < q < q1 < 1, 0 < q < q2 < 1,
0 < r2 < r, e 0 < l < l1 tais que as opções de resseguro, XAL, XQS1,AL1, XQS, XSL2,QS2, e XSL para
um montante de indemnizações X possuem o mesmo valor esperado. Ou seja,
E(XAL) = E(XQS1,AL1) = E(XQS) = E(XSL2,QS2) = E(XSL).
Então a seguinte ordem pode ser estabelecida:
XAL cx XQS1,AL1 cx XQS cx XSL2,QS2 cx XSL
ou seja,
resseguro com limiar agregado
cx quota-parte com limiar agregado
cx quota-parte
cx stop-loss e quota-parte
cx stop-loss
Como é possível constatar, o resseguro stop-loss continua a ser o mais arriscado para o ressegurador
e o resseguro com um limiar agregado, o menos arriscado, no caso destes tipos de resseguro possuírem
o mesmo valor esperado.
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2.1.3 Excess of loss (XL)
De acordo com o que já foi visto anteriormente, o resseguro excess of loss pode ser visto como
um stop-loss com um limiar agregado. Aplica-se individualmente às indemnizações e encontra-se
formalmente descrito a seguir.
Definição 2.1.9. O resseguro excess of loss, considerando r o montante a reter pela cedente e l o
limiar, do ponto de vista do ressegurador, é definido por:
XXL =

0, se 0 ≤ X ≤ r
X − r, se r < X ≤ r + l
l, se X > r + l.
Do ponto de vista da cedente é definido por:
X ′XL =

X, se 0 ≤ X ≤ r
r, se r < X ≤ r + l
X − l, se X > r + l.
Note-se que as constantes r e l definem o que se costuma denominar de layer e é representada por
(l xs r).
Para o caso das indemnizações agregadas (ver [8]), tem-se que
S′ =
N∑
i=1
XXL
é a parte do ressegurador das indemnizações agregadas e
S′′ =
N∑
i=1
X ′XL
é a parte da cedente.
2.1.3.1 Função de prémio XL
O prémio necessário para que o ressegurador seja capaz de superar os possíveis riscos é denominado
de prémio puro.
Portanto, o prémio puro do resseguro XL para uma layer (l xs r) (ver [8] e [10]), determinado
estatisticamente é dado por:
Π0[S
′] = E[S′]
= E[XXL]E[N ]
(2.5)
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Assim, tendo em conta a definição 2.1.9, do ponto de vista do ressegurador, tem-se que:
E[XXL] =E[(X − r)I{r<X≤r+l} + lI{X>r+l}]
= E[(X − r)I{r<X≤r+l}] + E[lI{X>r+l}]
= E[XI{r<X≤r+l} − rI{r<X≤r+l}] + lP (X > r + l)
= E[XI{r<X≤r+l}]− rP (r < X ≤ r + l) + lP (X > r + l)
= E[XI{X>r}]− E[XI{X>r+l}]− rP (X > r) + r(P (X > r + l) + lP (X > r + l)
= E[XI{X>r}]− E[XI{X>r+l}]− rP (X > r) + (r + l)P (X > r + l)
(2.6)
em que a I se refere à função indicatriz de X, ou seja, por exemplo,
I{X>x} =

1, se X > x
0, caso contrário.
Portanto, utilizando o resultado da equação (2.6) em (2.5), o prémio puro pode ser obtido a partir
de:
Π0[S
′] = E[S′]
= E[XXL]E[N ]
= (E[XI{X>r}]− E[XI{X>r+l}]− rP (X > r) + (r + l)P (X > r + l))E[N ].
(2.7)
Agora, sendo conhecidas as distribuições de N e de X, pode-se determinar o prémio puro.
Por exemplo, assume-se que N ∼ P (λ) e X ∼ Pareto(x0, α), em que x0 é o ponto de observação
inicial e tem que ser positivo e menor ou igual à retenção da layer e α > 0.
Uma vez que, P (X > x) = (x0x )
α , E[XI{X>x}] =
αxα0 x
1−α
α−1 para α > 1 e E[N ] = λ, o prémio puro
de um excess of loss com retenção r e limiar l, de acordo com (2.7), pode ser dado por:
Π0[S
′] = λ
( xα0
α− 1 − x
α
0
)
(r1−α − (r + l)1−α). (2.8)
2.2 Resseguro baseado em estatísticas de ordem
Para cada inteiro n ≥ 1, a sequência
X1,n ≤ X2,n ≤ · · · ≤ Xn,n
são os primeiros n montantes de indemnização em ordem crescente. Em particular,
X1,n = min(X1, X2, . . . , Xn)
e
Xn,n = máx(X1, X2, . . . , Xn)
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são respetivamente a menor e a maior indemnização entre X1, X2, . . . , Xn. Tendo em conta que
Xi,n = 0 se i < 0 ou i > n. Para cada k tal que 1 ≤ k ≤ n, Fk,n denota a função de distribuição de
Xk,n.
Basicamente, o tratado de resseguro em indemnizações ordenadas por montante é definido por uma
sequência de funções Rn do seguinte tipo:
Rn(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1
hi(xi,n), n ≥ 1 (2.9)
em que (hi)i≥1 denota uma dada sequência de funções mensuráveis
hi : [0,∞[→ [0,∞[
verificando que 0 ≤ hi(x) ≤ x, x ≥ 0.
Assim,
S′′ = RN (X1, . . . , XN ) =
N∑
i=1
hi(Xi,N )
e
S′ = S − S′′.
Mais precisamente, S′′ toma o valor de Rn(x1, . . . , xn) se N = n e Xi = xi para i = 1, . . . , n.
Tem-se seguir dois exemplos de resseguro baseado em estatísticas de ordem, em que p denota um
inteiro positivo e p ≤ N.
2.2.1 LCR
Definição 2.2.1. O resseguro das maiores indemnizações de ordem p (ver [13] e [11]), denotado por
LCR(p) é definido por:
S′′ =
p∑
j=1
XN−j+1,N .
Corresponde a considerar na equação (2.9),
hi(x) = x, se i = N − p+ 1, . . . , N
hi(x) = 0, se i ≤ N − p.
Ou seja, o ressegurador irá pagar as p maiores indemnizações que ocorreram durante um dado
período de tempo. E o ressegurado suporta as N − p menores indemnizações.
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2.2.2 ECOMOR
Definição 2.2.2. O tratado ECOMOR (ver [12] e [11]) é definido por
S′′ =
p∑
j=1
(XN−j+1,N −XN−p+1,N )
=
p−1∑
j=1
XN−j+1,N − (p− 1)XN−p+1,N
para p ≥ 2. Para p = 1, temos que S′′ = 0.
Neste caso a equação (2.9) é válida para
hi(x) = x, se i = N − p+ 2, . . . , N
hi(x) = (1− p)x, se i = N − p+ 1
hi(x) = 0, se i ≤ N − p
Neste tratado, o ressegurador fica com os excessos das p maiores indemnizações e a cedente retém
o restante para além das n− p menores indemnizações. Pode-se ver este resseguro como um stop-loss
(ver definição 2.1.1), que apenas é aplicado às p indemnizações de maior montante. Assim, a p-ésima
maior indemnização representa o papel de prioridade aleatória.
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Capítulo 3
Aplicação a um caso real
De forma a analisar o comportamento de algumas estruturas de resseguro, foi disponibilizado pela
Ageas Seguros um conjunto de dados referentes a indemnizações de sinistros de incêndios e outros
danos. Estes dados foram transformados de maneira a respeitar a confidencialidade da empresa.
3.1 Descrição sumária dos dados
Esta análise irá basear-se em 471 observações e 2 variáveis. As variáveis referem-se a indemnizações
em unidades monetárias e ao respetivo ano em que ocorreram. Os seguintes gráficos descrevem os dados
agora referidos.
Figura 3.1: Gráfico de barras que descreve o no de indemnizações por ano.
O gráfico anterior descreve a frequência de indemnização por ano. Estes dados referem-se a in-
demnizações que ocorreram entre 2002 e 2016. Pode-se, então, observar que 2015 foi o ano em que
ocorreram mais indemnizações e que em 2002 ocorreram menos.
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Figura 3.2: Gráfico que descreve os montantes de indemnizações.
Este gráfico mostra o comportamento dos montantes de indemnização e podemos observar que
tanto existem valores muito baixos como muito elevados.
Denota-se por X a variável aleatória descrita na figura 3.2, que se refere ao montante de indemni-
zações individuais. E por N , a variável aleatória que representa o número de indemnizações por ano,
descrita na figura 3.1. Nas secções seguintes, estas variáveis serão analisadas.
3.2 Modelação da frequência de indemnizações
A variável N representa o número de indemnizações que chega à companhia de seguros por ano e,
portanto, trata-se de uma variável discreta e positiva. Como os dados apenas se referem a um período
de 15 anos, o período de tempo é curto, o que fará com que este estudo seja meramente ilustrativo.
Na seguinte tabela é possível observar algumas medidas que descrevem a variável e no seguinte
gráfico observa-se a sua frequência absoluta.
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Figura 3.3: Frequência absoluta da variável N .
Min. 1
1o Q 15
Mediana 26
Média 31.4
3o Q 46
Máx. 75
Tabela 3.1: Medidas descritivas da variável N .
Pelo diagrama de barras (à esquerda), é possível observar que os dados são ligeiramente enviesados
à direita, com um coeficiente de assimetria de 0.41. A sua curtose é de 2.41 < 3, portanto pode tratar-se
de uma distribuição de caudas leves ou pode ser por não apresentar outliers.
A seguir é possível observar a função de frequências relativas da variável N , assim como a sua
representação gráfica.
fˆN (n) = Pˆ (N = n) =

1
15 , se n = {1, 7, 22, 26, 29, 43, 45, 47, 55, 57, 75}
2
15 , se n = {8, 24}
(3.1)
Figura 3.4: Função de frequência relativa de N .
O seguinte gráfico representa o comportamento da função de frequências relativas acumuladas da
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variável N .
Figura 3.5: Função de frequências relativas acumuladas de N .
Para tentar estimar a distribuição de N , recorreu-se ao pacote fitdistrplus [2] do R [15]. Assim,
utilizou-se o método da máxima verosimilhança associado a métodos de otimização, de forma a estimar
os parâmetros mais adequados. Os métodos de otimização utilizados foram o BFGS 1, quando a
distribuição possui apenas um parâmetro e o método de Nelder-Mead, quando possui pelo menos
dois parâmetros.
Em primeiro lugar, tentou-se aproximar o número de indemnizações por ano a uma distribuição de
Poisson, isto porque é a distribuição que está mais associada ao processo de indemnizações. Tendo-se
obtido uma distribuição com λˆ ≈ 31.40 associado ao erro padrão2 de 1.45. A função de probabilidade
estimada e de distribuição podem ser observadas e comparadas com as respetivas funções empíricas na
seguinte figura.
1É o método quase-Newton mais popular criado por Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno
2Trata-se do desvio-padrão de θˆ. Quanto menor, maior é a precisão. [1]
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Figura 3.6: Aproximação a uma distribuição de Poisson.
Pela figura, pode-se observar que não se trata de uma boa aproximação. Para além desta distri-
buição é possível observar os resultados obtidos para a distribuição Binomial Negativa, a distribuição
Geométrica e a distribuição Normal no Anexo A.
De qualquer forma, a seguir compara-se os resultados das quatro distribuições consideradas.
Figura 3.7: Comparação entre as distribuições (PP plot).
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Figura 3.8: Comparação entre as distribuições (QQ plot).
Figura 3.9: Comparação entre as distribuições (CDF).
A partir das figuras 3.7, 3.8 e 3.9, pode-se observar que as distribuições Binomial Negativa, Geo-
métrica e Normal se destacam pela positiva em relação à distribuição de Poisson.
Contudo, na tabela seguinte pode-se observar alguns critérios, como o Bayesian Information Cri-
terion (BIC)3 e o Akaike’s Information Criterion (AIC)4, que são outra forma de diagnóstico.
3BIC = log(n)k − 2 log(Lˆ); n = no de observações; k = no de parâmetros estimados; Lˆ = máximo da função de
verosimilhança.
4AIC = 2k − log(Lˆ); k = no de parâmetros estimados; Lˆ = máximo da função de verosimilhança.
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Poisson Binomial Negativa Geométrica Normal
BIC 306.55 137.58 136.59 139.11
AIC 305.84 136.17 135.88 137.70
Tabela 3.2: Critérios BIC e AIC para as distribuições estimadas de N .
De acordo com os critérios anteriores, o melhor modelo é a distribuição Geométrica, apesar de não
ser a ideal, como já se viu anteriormente. Outras distribuições foram testadas, como a Binomial e a
Hipergeométrica, mas nesses casos o método da máxima verosimilhança não convergia. E, por isso,
não foram consideradas.
Os testes de hipótese foram outra forma de diagnóstico utilizada. A seguinte tabela mostra os
resultados do teste de Kolmogorov-Smirnov generalizado no caso da distribuição normal e do teste do
Qui-quadrado para as restantes.
Poisson Binomial Negativa Geométrica Normal
p-value 0 0.08 0.64 0.15
Tabela 3.3: Testes de hipóteses para as distribuições estimadas de N .
Assim, para um nível de significância de 5% pode-se verificar que podemos rejeitar o modelo de
Poisson, uma vez que 0 < 0.05. E, de facto, é sem dúvida a pior aproximação aos dados.
3.3 Modelação dos montantes de indemnizações
individuais
A variável aleatória X representa os montantes de indemnizações, em unidades monetárias, que a
companhia de seguros pagou aos seus segurados de forma a compensá-los pelos seus sinistros. Sendo
assim, trata-se de uma variável contínua e estritamente positiva, já representada na figura 3.2.
Descrição sumária
Min. 1oQ Mediana Média 3oQ Máx.
1 97 1152 112385 21918 5650000
Tabela 3.4: Medidas descritivas da variável X.
Abaixo é possível observar o histograma e o diagrama em caixa de bigodes para os montantes de
indemnização.
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Figura 3.10: Diagrama em caixa de bigodes (à esquerda) e o seu histograma (à direita).
Pelo histograma pode-se constatar que se trata de uma distribuição, em que a cauda direita é
extremamente pesada. Possui uma curtose de 99.64, que indica isso mesmo e a presença de outliers,
como se pode observar pelo diagrama em caixa de bigodes. O seu coeficiente de assimetria é de 8.17 > 0
e a distribuição é enviesada à direita, como se pode ver pelo histograma.
Na figura seguinte, é possível observar a função densidade de probabilidade estimada e sua função
de distribuição estimada.
Figura 3.11: Função densidade de probabilidade de X (à esquerda) estimada e a sua função de distribuição (à direita).
Como se viu o comportamento de X é muito enviesado, o que pode dificultar a sua análise. Fre-
quentemente, recorre-se a uma transformação logarítmica dos dados com o objetivo de os tornar menos
enviesados e o seu comportamento mais suavizado.
Seja, então, Y a variável representativa dos montantes de indemnização individuais em escala lo-
garítmica, ou seja, Y = log(X).
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Descrição sumária
Min. 1oQ Mediana Média 3oQ Máx.
-0.22 4.58 7.05 7.52 9.99 15.55
Tabela 3.5: Medidas descritivas da variável Y .
Pela tabela, vê-se que agora a variável possui valores negativos. Por isso, alterou-se a escala dos
valores para se encontrarem entre 0 e 15, de forma, a continuar a ser uma variável não negativa.
Nos seguintes gráficos, pode-se observar melhor o resultado da transformação logarítmica.
Figura 3.12: Diagrama em caixa de bigodes (à esquerda) e o seu histograma (à direita).
Pelo diagrama em caixa de bigodes, observa-se que já não apresentam outliers. Agora, a curtose
tem o valor de aproximadamente 2.19 < 3, o que sugere que já não se trata de uma distribuição de
caudas pesadas. Pelo histograma, é visível uma grande melhoria em relação ao seu enviesamento. O
seu coeficiente de assimetria é de 0.23, que está muito mais próximo de zero do que anteriormente.
Contudo, continua a ser ligeiramente enviesada à direita.
A figura seguinte mostra a sua função densidade de probabilidade estimada e a sua função de
distribuição estimada.
5Mudança de escala obtida por: Y−min(Y )
max(Y )−min(Y )
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Figura 3.13: Função densidade de probabilidade de Y (à esquerda) estimada e a sua função de distribuição (à direita).
Em primeiro lugar, começou-se por tentar aproximar a distribuição de X e de Y a uma distribuição
de Pareto generalizada. Para tal, utilizou-se a abordagem POT (Peaks over threshold) da teoria de
valores extremos. Inclui-se no anexo B, uma descrição sucinta dos resultados fundamentais da teoria de
valores extremos no caso clássico em que as variáveis são independentes e identicamente distribuídas.
3.3.1 Abordagem POT
A teoria de valores extremos é um ramo da estatística que lida com desvios extremos da medi-
ana das distribuições de probabilidade. O seu resultado principal é caraterizar a distribuição de uma
amostra de máximos ou a distribuição dos valores acima de um dado limite [14]. Neste caso, o que
interessa é modelar o comportamento das indemnizações de maior valor monetário. Se se optasse pelo
modelo do Máximo por blocos, ao tomar a máxima indemnização por ano, reduziria a amostra para
15 observações. Por isso, aplica-se o Modelo POT para estudar a cauda direita com recuso ao pacote
ismev [7] do R.
Aplicação aos dados
O primeiro passo é a seleção do threshold e para isso seguem-se dois métodos descritos no anexo
B. O primeiro é baseado na média da distribuição generalizada, que consiste em analisar o lugar
geométrico das observações que excedem o threshold. Assim, para este caso obtém-se o seguinte Mean
residual life plot com um nível de significância de 5%.
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Figura 3.14: Mean residual life plot de X.
É possível observar que se trata de um caso muito complicado de avaliar, uma vez que, deve-se
escolher o menor threshold possível onde o gráfico anterior é aproximadamente linear em u. Tendo em
conta o intervalo de confiança, o gráfico aparenta ser curvo até u ≈ 2.5 × 106. A partir desse valor
aproximadamente, o gráfico já é estritamente decrescente, ou seja linear com o eixo dos xx. O que
faz com que seja tentador afirmar que não há estabilidade até u = 2.5 × 106 e que depois há uma
linearidade aproximada. Contudo, há apenas uma excedência para este threshold. A tabela seguinte
mostra alguns possíveis valores para u.
u 2.5× 106 1× 106 5× 105 2.5× 105 3× 104
No de excedências 1 11 27 58 112
Tabela 3.6: Número de excedências de acordo com o threshold.
Pode-se observar que com u > 3×104, tem-se muito poucas observações para fazer inferências com
algum significado. Assume-se, então, que existe alguma evidência de linearidade acima de u = 3×104.
O gráfico a seguir mostra o threshold escolhido e o zoom da área anterior a esse threshold.
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Figura 3.15: Threshold escolhido (linha vermelha) e zoom da área anterior ao threshold.
Para melhor avaliar se se tratava de um threshold adequado, aplicou-se a distribuição de Pareto
generalizada com vários thresholds de forma a avaliar a estabilidade dos parâmetros estimados. As
seguintes figuras mostram o resultado dessas simulações.
Figura 3.16: Parâmetro de escala modificado em função do threshold.
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Figura 3.17: Parâmetro de forma em função do threshold.
Assim, o threshold escolhido encontra-se assinalado pela linha vermelha nas figuras 3.16 e 3.17.
No caso do parâmetro de escala, este tem de ser linear com u a seguir ao threshold escolhido. A
figura 3.16 sugere que isso se verifica. Já no caso do parâmetro de forma (fig. 3.17), esse apresenta-se
aproximadamente constante a seguir ao threshold escolhido, como se pretendia. Na figura seguinte
pode-se ver a percentagem de observações que excedem o threshold em função do threshold.
Figura 3.18: Percentagem de observações que excedem u em função de u.
Mais uma vez, o threshold escolhido encontra-se assinalado pela linha vermelha. Assim, a percen-
tagem de observações que excedem o montante de 30000 é de 23.78%.
Agora, com o threshold escolhido, procede-se à estimação dos parâmetros da distribuição de Pareto
generalizada. A partir do método da máxima verosimilhança, obtém-se que σˆ ≈ 275453 e ξˆ ≈ 0.38,
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associados a um erro padrão 6 de 4206.3 e 0.11 respetivamente. De seguida, é possível avaliar o
comportamento do modelo graficamente.
Figura 3.19: Diagnóstico do modelo GPD.
Pelo QQ-plot da figura anterior, pode-se constatar que esta aproximação apresenta algumas difi-
culdades no final da cauda direita.
Aplicação aos dados transformados
Como os resultados anteriores não foram suficientemente satisfatórios, a seguir aplica-se a GPD aos
dados representados na figura 3.12 e procede-se à mesma análise, uma vez que, agora apresentam um
comportamento mais suave. Seguindo a ordem anterior, primeiramente escolhe-se o threshold. Assim,
é possível observar o Mean residual life plot de Y = log(X).
6Trata-se do desvio-padrão de θˆ. Quanto menor, maior é a precisão. [1]
Análise de Tratados de Resseguro 41
Figura 3.20: Mean residual life plot de Y .
Continua a ser complicado identificar o melhor threshold, observando apenas a figura anterior. De
qualquer forma, escolhe-se u = 0.33, assumindo que acima disso o gráfico é aproximadamente linear.
Na figura seguinte, pode-se observar o threshold escolhido.
Figura 3.21: Threshold escolhido para Y (linha vermelha).
Considerando este threshold, fica-se com o total de 322 excedências, ou seja, 322 observações que
excedem u, o que já é uma quantidade de informação mais razoável do que a anteriormente considerada.
Ainda assim, a seguir analisa-se a estabilidade dos parâmetros de forma a tentar verificar se se trata
de uma escolha razoável.
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Figura 3.22: Parâmetro de escala em função do threshold.
O parâmetro de escala modificada, como já se viu, tem de ser linear em u depois do threshold.
A linha azul, no gráfico anterior, representa um threshold talvez mais adequado, pois o gráfico é
aproximadamente linear em u a seguir ao threshold (assinalado pela linha vermelha). Contudo, ao
considerar u = 0.7 fica-se com apenas 100 observações.
A seguir analisa-se este caso, tendo em conta a estabilidade do parâmetro forma.
Figura 3.23: Parâmetro de forma em função do threshold.
É difícil identificar a partir do qual o gráfico é aproximadamente constante. Por isso, utiliza-se o
threshold que contém mais informação (u = 0.33), assumindo que a partir desse valor o parâmetro
forma é aproximadamente constante.
No gráfico seguinte, pode-se observar o comportamento da percentagem de observações que excedem
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o threshold em função do mesmo.
Figura 3.24: Percentagem de observações que excedem u em função de u.
A linha vermelha assinala o threshold escolhido. Portanto, 68.37% é a percentagem de observações
que excedem u = 0.33.
A seguir pode-se avaliar o modelo resultante, tendo em conta o threshold escolhido.
Figura 3.25: Diagnóstico do modelo GPD dos dados com logaritmo.
Neste caso, obteve-se a partir do método da máxima verosimilhança, uma distribuição de Pareto
generalizada com σˆ ≈ 0.435 e ξˆ ≈ −0.65, associados a um erro padrão de 5.8 × 10−3 e 1.1 × 10−2
respetivamente. Por observação dos resultados gráficos, parece uma melhor aproximação aos dados do
que anteriormente se obteve.
Comparação
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Figura 3.26: Comparação dos modelos GPD. Modelo com os dados originais (à esquerda) e modelo com os dados
transformados (à direita).
Figura 3.27: Comparação dos modelos GPD. Modelo com os dados originais (à esquerda) e modelo com os dados
tranformados (à direita).
Modelo para X Modelo para Y
log-likelihood -1557.11 154.05
Tabela 3.7: Critério da verosimilhança logarítmica.
Daqui retira-se que o ajustamento é melhor para os dados transformados do que para os dados
originais, uma vez que, quanto maior for o valor de log-likelihood 7 melhor é o modelo.
7É o mínimo de log(Lˆ), em que Lˆ é o máximo da função de verosimilhança.
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3.3.2 Outras distribuições
De forma a encontrar uma alternativa melhor aos modelos anteriores, tentou-se aproximar os da-
dos a outras distribuições. Foram testadas outras distribuições, para além das descritas nas secções
seguintes, como as distribuições de Pareto, Burr, Exponencial, Cauchy, Log-logística, etc. No en-
tanto, o método de otimização numérica utilizado não convergiu para estes casos e por isso não foram
consideradas.
Os parâmetros estimados mais adequados aos dados, tendo em conta a distribuição escolhida,
foram obtidos a partir da otimização direta do método de máxima verosimilhança com recurso ao
pacote fitdistrplus do R. O método de otimização numérica utilizado foi o método de Nelder-Mead
para todas as situações estudadas nas subsecções seguintes.
O estudo seguinte apresenta os dados escalonados entre 0 e 1 e não na sua escala original e as
distribuições consideradas foram as mais próximas dos dados encontradas.
Aplicação aos dados
Em seguida tenta-se aproximar a uma distribuição Log-normal, conhecida por ser uma distribuição
de cauda pesada. A figura seguinte mostra o resultado desta aproximação com µˆ ≈ −8.03 e σˆ ≈ 3.45,
associados aos erros padrão 0.16 e 0.11 respetivamente.
Figura 3.28: Aproximação à distribuição Log-normal.
Para além desta distribuição, a distribuição Normal e a Gama também fazem parte desta análise.
Os seus resultados podem ser consultados no anexo C.1.
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Seguidamente, tem-se a comparação dos resultados das três distribuições abordadas.
Figura 3.29: Comparação das distribuições anteriores.
A partir da observação da figura anterior, tem-se a impressão de que a distribuição Log-normal
é a que se adequa melhor. Tendo em especial consideração o PP-plot. Mas vejamos o que sugere os
critérios BIC e AIC, descritos na seguinte tabela.
Normal Log-normal Gama
BIC -1179.87 -5049.96 -4855.24
AIC -1188.18 -5058.27 -4863.55
Tabela 3.8: Critérios BIC e AIC para as aproximações aos dados originais.
A distribuição Log-normal é a que possui menor valor de BIC e de AIC, por isso melhor aproximação
das três segundo estes critérios.
Na tabela seguinte encontram-se os p-values resultantes do teste de Kolmogorov-Smirnov genera-
lizado com um nível de significância de 0.05.
Normal Log-normal Gama
p-value 0.39 0.09 0.19
Tabela 3.9: Testes de hipóteses para as aproximações aos dados originais.
Pelo teste não se pode retirar nenhuma conclusão, pois em todos os casos não é possível rejeitar a
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hipótese nula.
Apesar da distribuição Log-normal parecer a melhor das três, não é por essa razão a mais adequada
aos dados, visto que pelo QQ-plot da figura 3.29, são percetíveis os problemas desta aproximação.
De maneira a encontrar melhores resultados, procede-se à tentativa de estimar a distribuição dos
dados mais suavizados com o logaritmo, ou seja, representados pela variável Y .
Aplicação aos dados transformados
Para além da distribuição Beta, também se tentou a distribuição Gama e a distribuição de Weibull.
Todos os resultados podem ser consultados no anexo C.2. A figura seguinte mostra o que se obteve ao
considerar-se a distribuição Beta.
Figura 3.30: Aproximação de Y à distribuição Beta.
Da mesma forma, obteve-se os seguintes parâmetros: αˆ ≈ 1.72 com o erro padrão 0.11 e βˆ ≈ 1.79
com o mesmo valor de erro padrão. Neste caso, a figura anterior sugere que se trata de uma melhor
aproximação em relação às anteriores tentativas.
As três distribuições consideradas encontram-se comparadas graficamente a seguir.
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Figura 3.31: Comparação das distribuições anteriores.
A observação dos gráficos anteriores, não sugere qual será a distribuição mais adequada. Posto
isto, pode-se analisar os critérios na seguinte tabela.
Gama Beta Weibull
BIC 36.38 -70.25 -48.93
AIC 28.07 -78.56 -57.24
Tabela 3.10: Critérios BIC e AIC para as aproximações aos dados transformados.
A distribuição Beta é a que possui um menor valor de BIC e de AIC. Então, esta distribuição é mais
adequada, de acordo com o que estes critérios significam. Também se efetuou testes de hipóteses, numa
tentativa de obter outro diagnóstico. A tabela seguinte mostra os resultados do teste de Kolmogorov-
Smirnov generalizado com um nível de significância de 5%. No entanto, apenas se pode concluir que
não se pode rejeitar nenhuma distribuição.
Gama Beta Weibull
p-value 0.12 0.10 0.08
Tabela 3.11: Testes de hipóteses para as aproximações aos dados transformados.
Então, para os dados transformados a distribuição Beta pode ser uma boa aproximação. No entanto,
vê-se na figura 3.30, que existem falhas neste modelo. Por conseguinte, a seguir tenta-se aproximar
estes dados a uma mistura de distribuições Normais.
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Para isso, utiliza-se o método das misturas Gaussianas, que se trata de uma forma de clustering que
determina a aproximação à distribuição normal subdividindo os dados em partes. Para a aplicação deste
método, utilizou-se funções do pacote Mclust [5][6] do R, em que o número máximo de subdivisões que
consegue aplicar aos dados é 9. Para a estimação dos parâmetros, este método utiliza o algoritmo EM
(Expectation-Maximization), que é uma generalização do método de máxima verosimilhança. Pois, o
método de máxima verosimilhança assume que existe um único máximo global enquanto que algoritmo
EM assume a existência de múltiplos máximos locais.
Supondo que o ideal é subdividir os dados em 4 partes, obtém-se que
Y ∼ 0.17N(0.22, 1.12×10−2)+0.14N(0.30, 3.21×10−5)+0.49N(0.50, 1.29×10−2)+0.20N(0.82, 4.18×10−3).
Na figura seguinte pode-se observar as estimativas das funções de densidade, de distribuição, dos
quartis e a divisão dos dados em componentes. Sendo assim, é possível analisar graficamente o resultado
anterior.
Figura 3.32: Aproximação de Y a uma mistura Gaussiana de 4 componentes.
Pelos gráficos anteriores, parece que se trata de uma boa aproximação. No entanto, pode se tratar
de um caso de overfitting. Por isso, se forem consideradas 3 componentes em vez de 4, obtém-se o
seguinte resultado.
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Figura 3.33: Aproximação de Y a uma mistura Gaussiana de 3 componentes.
Agora,
Y ∼ 0.55N(0.33, 0.015) + 0.24N(0.56, 0.006) + 0.21N(0.81, 0.004).
Na seguinte tabela, é possível comparar o critério BIC para misturas com até 4 componentes.
4 componentes 3 componentes 2 componentes 1 componente
BIC 248.65 125.62 135.55 86.18
Tabela 3.12: Critério BIC para uma mistura Gaussiana.
Tendo em conta o critério BIC, o modelo da mistura Gaussiana com apenas 3 componentes é uma
melhor aproximação dos dados do que a mistura Gaussiana de 4 componentes. Uma vez que, possui
um valor de BIC menor.
Contudo, o modelo que considera apenas uma distribuição Normal possui um valor de BIC ainda
mais pequeno. Por isso, a seguir compara-se o QQ-plot da distribuição estimada quando se considera
que não há mistura de distribuições Normais (1 componente) com a mistura de 3 distribuições Normais.
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Figura 3.34: Aproximação a uma distribuição Normal (à esquerda) e aproximação a uma mistura de 3 distribuições
Normais (à direita).
Os gráficos anteriores sugerem uma melhor aproximação da mistura de três distribuições Normais
aos dados, principalmente nas caudas. A função de densidade desta mistura, assim como, a sua
função de distribuição, também apresentam melhores resultados em relação ao considerar apenas uma
distribuição Normal para descrever os dados.
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3.4 Aplicação aos tratados de resseguro
3.4.1 Estruturas básicas de resseguro
Stop-loss
De forma a analisar o comportamento do resseguro stop-loss (ver definição 2.1.1), aplicou-se este
tipo de resseguro considerando uma prioridade de 50000 u.m. a aplicar às indemnizações individual-
mente como descrito pela equação (2.4). As indemnizações utilizadas estão representadas na figura 3.2,
encontrando-se analisadas em maior detalhe na secção 3.3. A seguir pode-se observar uma primeira
descrição, tendo em conta o ponto de vista do ressegurador.
Min. 1oQ Mediana Média 3oQ Máx.
0 0 0 98670 0 5600000
Tabela 3.13: Medidas descritivas da variável XSL.
Figura 3.35: Indemnizações acumuladas por ano (à esquerda) e indemnização máxima por ano (à direita) de XSL.
A figura anterior sugere que o ressegurador sofreu grandes perdas, principalmente no ano 2014, em
que as indemnizações acumuladas a seu cargo nesse ano foram de 7874102 unidades monetárias. A
seguir pode-se observar o histograma e o diagrama em caixa de bigodes de XSL.
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Figura 3.36: Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) de XSL.
Observando a figura anterior, nota-se que a distribuição é enviesada para a direita e que possui
muitos outliers. Isto, coincide com o seu coeficiente de assimetria e com a sua curtose de 8.56 e 107.24,
respetivamente. A curtose por ser superior a 3, também pode indicar que se trata de uma distribuição
de cauda pesada. A figura seguinte mostra as respetivas estimativas das funções de densidade e de
distribuição.
Figura 3.37: Função de densidade de probabilidade estimada (à esquerda) e a função de distribuição (à direita) de
XSL.
Como, neste tratado, o ressegurador só contribui com o que for acima da retenção (ou prioridade),
a probabilidade de não haver contribuição é elevada pelo que se pode constatar pela figura 3.37. Isto,
claro, dependendo do valor acordado de r pode variar, ou seja, quanto maior o valor acordado menor
será a probabilidade de haver contribuição a cargo do ressegurador. Pois, as indemnizações de valores
muitos elevados são mais raras.
A seguir analisa-se o mesmo exemplo, mas agora tendo em conta o ponto de vista do ressegurado
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(ou cedente) (definição 2.1.1).
Min. 1oQ Mediana Média 3oQ Máx.
0.8 97.2 1152 13710 21920 50000
Tabela 3.14: Medidas descritivas da variável X ′SL.
Figura 3.38: Indemnizações acumuladas por ano (à esquerda) e indemnização máxima por ano (à direita) de X ′SL.
A cedente com este tipo de resseguro está em vantagem, e isso é visível pelo diagrama de barras do
montante máximo que reteve por ano. Ou seja, à partida já tem conhecimento de qual é o máximo valor
das suas perdas e comportar-se de acordo. O ano 2014 também foi o de mais ou maiores indemnizações
para a cedente, mais precisamente ela reteve 1327058 u.m. nesse ano. No entanto, continua a ser o
ressegurador o mais prejudicado.
A figura seguinte mostra o histograma e o diagrama em caixa de bigodes para as indemnizações a
cargo da cedente.
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Figura 3.39: Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) de X ′SL.
O seu coeficiente de assimetria é de 1.13 > 0 o que indica um enviesamento para a direita, de
acordo com o que sugere o histograma da figura anterior. Ao contrário do caso do ressegurador, já não
sugere uma distribuição de cauda pesada, uma vez que estima-se uma curtose de 2.41 < 3.
A figura seguinte representa a função de densidade estimada e a sua função de distribuição.
Figura 3.40: Função de densidade de probabilidade estimada (à esquerda) e a função de distribuição (à direita) de
X ′SL.
Quota-Parte
Com a mesma informação, aplicou-se este tipo de resseguro considerando q = 0.4 (ver definição
2.1.2). Ou seja, o ressegurado cede 40% dos seus riscos. De seguida, é possível observar o comporta-
mento deste tipo de resseguro do ponto de vista do ressegurador.
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Min. 1oQ Mediana Média 3oQ Máx.
0.3 38.9 460.8 44950 8767 2260000
Tabela 3.15: Medidas descritivas da variável XQS .
Figura 3.41: Indemnizações acumuladas por ano (à esquerda) e indemnização máxima por ano (à direita) de XQS .
Neste caso, o ressegurador retém 40% de todas as indemnizações. A quantidade de indemnizações
será a mesma que a cedente detém.
A figura seguinte mostra o histograma e o diagrama em caixa de bigodes de XQS .
Figura 3.42: Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) de XQS .
De acordo com o que a figura anterior sugere, a distribuição de XQS aparenta ser enviesada para
a direita e de cauda pesada. Possui um coeficiente de assimetria e curtose de 8.17 > 0 e 99.64 > 3,
respetivamente, que coincidem com os resultados gráficos. Nos gráficos a seguir, encontra-se a sua
função de densidade de probabilidade estimada e a função de distribuição estimada.
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Figura 3.43: Função de densidade de probabilidade estimada(à esquerda) e a função de distribuição estimada (à direita)
de XQS .
No caso da cedente, esta retém 60% dos seus riscos (ver definição 2.1.2). A seguir encontra-se
descrito os resultados obtidos.
Min. 1oQ Mediana Média 3oQ Máx.
0 58 691 67430 13150 3390000
Tabela 3.16: Medidas descritivas da variável X ′QS .
Figura 3.44: Indemnizações acumuladas por ano (à esquerda) e indemnização máxima por ano (à direita) de X ′QS .
Ao comparar-se com a figura 3.41, nota-se que esta apresenta o mesmo comportamento. Uma vez
que, se trata de um resseguro proporcional. A única diferença que se pode detetar é na escala. E,
claro, a cedente retém a maior parte das indemnizações.
A figura seguinte representa o histograma e o diagrama em caixa de bigodes das indemnizações
X ′QS .
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Figura 3.45: Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) de X ′QS .
Figura 3.46: Função de densidade de probabilidade (à esquerda) e a função de distribuição (à direita) de X ′QS .
Como já se viu o comportamento das indemnizações para o ressegurado é semelhante ao das in-
demnizações para o ressegurador, descrito nas figuras 3.42 e 3.43. E também possui coeficiente de
assimetria e curtose de igual valor, pois trata-se de um resseguro proporcional.
Resseguro com limiar agregado
Considerando um resseguro com, por exemplo, 100000 u.m. de limiar agregado (ver definição 2.1.3),
então o ressegurador só participará na parte das indemnizações que excede este valor. As seguintes
figuras mostram o que resulta deste exemplo.
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Min. 1oQ Mediana Média 3oQ Máx.
0.8 97.2 1152 23490 21920 100000
Tabela 3.17: Medidas descritivas da variável XAL.
Figura 3.47: Indemnizações acumuladas por ano (à esquerda) e indemnização máxima por ano (à direita) de XAL.
Neste caso é o ressegurador que está em vantagem, uma vez que só contribui nas indemnizações
até um certo limiar definido. E isso, está bem explícito na figura anterior. Também apresenta um
comportamento semelhante ao da figura 3.38. Assim, o ressegurador pagou em 2014 o valor de 2457867
u.m., sendo este o ano de maiores perdas.
As figuras seguintes caraterizam a distribuição estimada de XAL.
Figura 3.48: Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) de XAL.
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Figura 3.49: Função de densidade de probabilidade estimada (à esquerda) e a função de distribuição (à direita) de
XAL.
Como é possível observar apresenta um comportamento idêntico ao resseguro stop-loss, para o caso
da cedente.
Agora, tendo em conta o ponto de vista do ressegurado (ver definição 2.1.3), obtém-se o seguinte.
Min. 1oQ Mediana Média 3oQ Máx.
0 0 0 88900 0 5550000
Tabela 3.18: Medidas descritivas da variável X ′AL.
Figura 3.50: Indemnizações acumuladas por ano (à esquerda) e indemnização máxima por ano (à direita) de X ′AL.
E como já era de esperar, a figura anterior apresenta um comportamento semelhante ao da figura
3.35. Ou seja, apresenta o mesmo comportamento das indemnizações a cargo do ressegurador num
stop-loss.
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As figuras seguintes representam o histograma, a caixa de bigodes e as estimativas da função de
densidade e da função de distribuição da variável X ′AL.
Figura 3.51: Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) de X ′AL.
Figura 3.52: Função de densidade de probabilidade (à esquerda) e a função de distribuição(à direita) de X ′AL.
Mesmo o coeficiente de assimetria e a curtose são aproximadamente iguais aos obtidos para o res-
seguro stop-loss.
Comparação
A tabela seguinte mostra o total de indemnizações a pagar no final destes 15 anos para os tratados
de resseguro nesta secção estudados.
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Resseguro
Stop-loss
Resseguro
Quota-parte
Resseguro com
limiar agregado
Cedente 6458819 31759925 41871077
Ressegurador 46474389 21173283 11062130
Tabela 3.19: Total de indemnizações no caso dos resseguros stop-loss, quota-parte e resseguro com limiar agregado.
Nestes exemplos, vê-se que no resseguro quota-parte há uma menor diferença entre o que paga o
ressegurador e a cedente. Isto pode não ser algo bom, pois para a cedente este tipo de resseguro pode
não ser satisfatório às suas necessidades, uma vez que pode não se sentir completamente protegida.
Quanto aos outros dois há um comportamento inverso já referido, que pode colocar tanto o ressegurador
como a cedente em situações muito extremas.
A figura seguinte mostra a comparação entre as inversas das suas funções de distribuição estimadas,
tendo em conta o ponto de vista do ressegurador.
Figura 3.53: Comparação entre o stop-loss, o quota-parte e o com limiar agregado do ponto de vista do ressegurador.
Pelo gráfico anterior, pode-se observar como o crescimento do resseguro stop-loss é rápido. Sendo
também visível o limiar que o resseguro com um limiar agregado atinge e que o resseguro stop-loss
depois ultrapassa. Assim, o resseguro com um limiar agregado é o mais vantajoso para o ressegurador.
Para a cedente acontece o inverso e é o stop-loss o mais vantajoso.
3.4.2 Misturas das estruturas básicas de resseguro
Utilizou-se os dados da figura 3.2 e os parâmetros escolhidos para os exemplos anteriores e aplicou-
se as estruturas de resseguro (definições 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3) e as suas misturas (definições 2.1.7 e 2.1.8).
Assim, na figura seguinte, pode-se ver a comparação entre as inversas das suas funções de distribuição.
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Figura 3.54: Comparação entre as estruturas de resseguro e as suas misturas.
Daqui pode-se observar que o stop-loss é o que cresce mais e mais rapidamente, o que sugere que
continua a tratar-se do mais arriscado para o ressegurador. Os mais adequados parecem ser o resseguro
com limiar agregado e a mistura deste com o quota-parte. Pois, aumentam mais lentamente e até um
certo limiar previamente fixado.
3.4.3 Tratado Excess of loss
De forma a analisar o comportamento deste tipo de resseguro, simulámos a sua aplicação aos dados
reais descritos na figura 3.2. Considera-se, por exemplo, r = 50000 e l = 500000, tendo-se obtido os
seguintes resultados para XXL (ver definição 2.1.9).
Min. 1oQ Mediana Média 3oQ Máx.
0 0 0 57060 0 500000
Tabela 3.20: Medidas descritivas da variável XXL.
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Figura 3.55: Indemnizações acumuladas por ano (à esquerda) e indemnização máxima por ano (à direita) de XXL.
Com este tipo de resseguro vê-se, pelo gráfico à esquerda da figura anterior, que existe um limiar
máximo para o ressegurador. O que é favorável para ele, já no caso da cedente pode não ser tão
favorável pois pode não satisfazer todas as suas necessidades.
Na figura seguinte encontram-se representadas as indemnizações a cargo do ressegurador num
resseguro excess of loss.
Figura 3.56: Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) de XXL.
Assim, pelo seu histograma e pelo seu coeficiente de assimetria de 2.42 > 0 nota-se que possui um
enviesamento à direita. Não apresenta outliers, como se pode ver pelo diagrama em caixa de bigodes, e
tem uma curtose de 7.56 > 3. O que indica que pode tratar-se de uma distribuição de caudas pesadas.
De seguida, pode-se observar o comportamento da função densidade de probabilidade estimada e
da sua função de distribuição estimada.
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Figura 3.57: Função de densidade de probabilidade estimada (à esquerda) e a função de distribuição estimada (à
direita) de XXL.
Agora, tendo em conta o ponto de vista da seguradora, que só participa nos custos até atingir
a retenção e no que exceder o limiar do ressegurador (ver definição 2.1.9). Portanto, aplicando-se o
mesmo cenário, obteve-se os seguintes resultados.
Min. 1oQ Mediana Média 3oQ Máx.
1 97 1152 55320 21920 5150000
Tabela 3.21: Medidas descritivas da variável X ′XL.
Figura 3.58: Indemnizações acumuladas por ano (à esquerda) e indemnização máxima por ano (à direita) de X ′XL.
No caso da cedente é possível constatar, pelo gráfico da esquerda da figura anterior, que as suas
indemnizações podem ultrapassar a sua retenção. Pois, quando é ultrapassado o limiar do ressegurador,
a cedente tem de suportar esse excesso.
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Na figura seguinte pode-se observar o histograma e o diagrama em caixa de bigodes das indemni-
zações a cargo da cedente num resseguro XL.
Figura 3.59: Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) de X ′XL.
Neste caso, o histograma evidencia que a distribuição é enviesada à direita, o que coincide com a
informação do seu coeficiente de assimetria, cujo valor é 12.17. Então, a cedente fica com as indemniza-
ções de menor valor e algumas de valor mais elevado, o que se pode constatar também pelo histograma.
No caso de indemnizações mais elevadas não abrangidas pelo resseguro, a seguradora pode optar por
tentar negociar um resseguro facultativo.
Pelo seu diagrama em caixa de bigodes, observa-se que apresenta alguns outliers. Possui uma
curtose de 190.34 > 3, que pode indicar uma distribuição de cauda pesada e pelo histograma é o
que parece. A figura seguinte mostra o comportamento da f.d.p estimada e da função de distribuição
estimada.
Figura 3.60: Função de densidade de probabilidade estimada (à esquerda) e a função de distribuição estimada (à
direita) de X ′XL.
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Aplicação da função de prémio XL
No caso de ser razoável assumir que N ∼ P (λ) e X ∼ Pareto(x0, α), em que x0 é o ponto de
observação inicial, fixando alguns dos parâmetros da equação (2.8), pode-se observar o comportamento
do prémio de resseguro em função da retenção ou do limiar escolhido. Assim, considerando x0 = 200000
u.m., pode-se estimar α a partir da seguinte fórmula:
αˆ =
n∑n
i=1 log(Xi)− log(x0)
,
em que n é o tamanho da amostra {Xi : Xi > x0}. Desta forma, com o x0 escolhido e utilizando
os dados representados anteriormente, obtém-se αˆ ≈ 1.05. Então, para um limiar de 1000000 u.m., o
comportamento do prémio em função da retenção encontra-se representado na seguinte figura.
Figura 3.61: Prémio de resseguro XL em função da retenção.
A figura anterior sugere que o prémio de resseguro diminui à medida que a retenção aumenta.
Isto acontece porque a retenção está a aproximar-se do limiar estipulado, assim o número de riscos a
suportar também é menor.
Na seguinte figura pode-se observar o prémio em função da variação do limiar.
Figura 3.62: Prémio de resseguro XL em função do limiar.
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Neste caso, é fixada uma retenção de 300000 unidades monetárias. E pode-se observar que, agora,
o prémio aumenta à medida que o limiar escolhido para o resseguro XL aumenta. Ao contrário do que
acontecia no caso anterior, aumentar o limiar faz com que mais este se afasta do valor de retenção, isto
é, a amplitude do intervalo aumenta. E, por isso, mais serão os riscos que o ressegurador deve cobrir.
Portanto, o seu prémio deve aumentar de acordo com isso.
3.4.4 Tratado LCR
De forma a estudar este tipo de resseguro (ver definição 2.2.1), aplicou-se aos dados reais descritos
na figura 3.2. A figura seguinte mostra o comportamento deste tipo de resseguro, tendo em conta o
número de indemnizações escolhidas para ficar a cargo do ressegurador.
Figura 3.63: Total a pagar pelo ressegurador (S′′) em função de p num tratado LCR.
À medida que p aumenta, o montante a ser pago pelo ressegurador também irá aumentar. A
cedente retém as restantes indemnizações, portanto, o seu gráfico terá um comportamento inverso,
como é possível observar na figura seguinte.
Figura 3.64: Total a pagar pelo ressegurado (S′) em função de p num tratado LCR.
Por exemplo, suponha-se que é acordado o ressegurador ficar com as 20 maiores indemnizações.
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Desta forma, as indemnizações a considerar, utilizando os dados da figura 3.2, encontram-se descritas
a seguir.
Min. 1oQ Mediana Média 3oQ Máx.
695000 942200 1154000 1517000 1714000 5650000
Tabela 3.22: Medidas descritivas das indemnizações a cargo do ressegurador num resseguro LCR.
Figura 3.65: Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) das indemnizações a cargo do
ressegurador num LCR.
Então, considerando apenas as 20 maiores indemnizações, nota-se pelo histograma que possuem um
enviesamento à direita. O seu coeficiente de assimetria é de 3.17 > 0, o que confirma isso. Apresenta
apenas um outlier pelo diagrama em caixa de bigodes. A sua curtose é de 14.77 > 3, o que sugere que
se trata de uma distribuição de cauda pesada.
A figura seguinte contém a função densidade de probabilidade estimada e a função de distribuição
das indemnizações que o ressegurador deve pagar num LCR com p = 20.
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Figura 3.66: Função de densidade de probabilidade (à esquerda) e a função de distribuição (à direita) do ponto de
vista do ressegurador num tratado LCR.
Mesmo sendo poucas indemnizações, o ressegurador corre grandes riscos. Uma vez que se tratam
de indemnizações de montantes elevados.
Continuando o mesmo exemplo, o ressegurado retém as outras indemnizações representadas a
seguir.
Min. 1oQ Mediana Média 3oQ Máx.
0. 92.2 1068 50100 12300 650000
Tabela 3.23: Medidas descritivas das indemnizações a cargo da cedente num resseguro LCR.
Figura 3.67: Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) das indemnizações a cargo da cedente
num tratado LCR.
Neste caso, o seu comportamento é enviesado para a esquerda e apresenta muitos outliers. Tem
um coeficiente de assimetria de 2.86 e uma curtose de 10.87. Na figura seguinte pode-se observar a
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função densidade de probabilidade estimada e a sua função de distribuição.
Figura 3.68: Função de densidade de probabilidade estimada (à esquerda) e a função de distribuição (à direita) do
ponto de vista da cedente num tratado LCR.
A figura anterior sugere que a probabilidade de a cedente ficar com uma indemnização de valor
elevado é muito baixa com este tipo de resseguro.
3.4.5 Tratado ECOMOR
De forma a estudar este tipo de resseguro (ver definição 2.2.2), simulou-se a sua aplicação aos dados
reais descritos na figura 3.2. A figura seguinte mostra o comportamento deste tipo de resseguro, tendo
em conta o número de indemnizações escolhidas para ficar a cargo do ressegurador.
Figura 3.69: Total a pagar pelo ressegurador (S′′) em função de p num tratado ECOMOR.
O gráfico anterior sugere que o total de indemnizações a cargo do ressegurador em função do número
de indemnizações p aumenta de uma forma aproximadamente linear. Ao contrário do que acontecia
com o resseguro LCR descrito na figura 3.63.
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A figura seguinte descreve uma aplicação semelhante à anterior, só que agora com o total de
indemnizações a cargo da cedente em função de p.
Figura 3.70: Total a pagar pelo ressegurado (S′) em função de p num tratado ECOMOR.
Nesta situação, o total de indemnizações da seguradora vai diminuindo à medida que p aumenta,
isto também de uma forma aproximadamente linear. Apresentando, assim, um comportamento inverso
ao do ressegurador.
Por exemplo, suponha-se que é acordado o ressegurador ficar com os excessos das 20 maiores indem-
nizações. Desta forma, as indemnizações a considerar, utilizando os dados da figura 3.2, apresentam o
seguinte comportamento.
Min. 1oQ Mediana Média 3oQ Máx.
0 0 0 34970 0 4955000
Tabela 3.24: Medidas descritivas das indemnizações a cargo do ressegurador num resseguro ECOMOR.
Figura 3.71: Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) das ind. a cargo do ressegurador
num tratado ECOMOR.
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Pelo histograma, nota-se que possui um enviesamento para a direita. O seu coeficiente de assimetria
é de 13.66 > 0, o que corrobora isso. Apresenta alguns outliers pelo diagrama em caixa de bigodes. A
sua curtose é de 229.67 > 3, o que sugere que pode tratar-se de uma distribuição de cauda pesada.
Na seguinte figura estão a função densidade de probabilidade estimada e a função de distribuição
estimada das indemnizações que o ressegurador deve pagar num tratado ECOMOR com p = 20.
Figura 3.72: Função de densidade de probabilidade estimada (à esquerda) e a função de distribuição (à direita) do
ponto de vista do ressegurador num tratado ECOMOR.
É possível observar que existe uma probabilidade muito baixa de, neste caso, o ressegurador ficar
com indemnizações de montantes elevados.
A seguir estuda-se as indemnizações que a seguradora retém, considerando as condições do exemplo
anterior.
Min. 1oQ Mediana Média 3oQ Máx.
0.8 97.2 1152 77490 21920 695000
Tabela 3.25: Medidas descritivas das indemnizações a cargo da cedente num resseguro ECOMOR.
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Figura 3.73: Histograma (à esquerda) e diagrama em caixa de bigodes (à direita) do ponto de vista da cedente num
tratado ECOMOR.
O histograma sugere um enviesamento para a direita, que é corroborado pelo seu coeficiente de
assimetria de 2.53 > 0. Possui muitos outliers pelo diagrama em caixa de bigodes. A sua curtose é de
8.43 > 3, o que sugere que pode tratar-se de uma distribuição de cauda pesada.
Na seguinte figura estão a função densidade de probabilidade estimada e a função de distribuição
estimada das indemnizações que a cedente deve reter num tratado ECOMOR com p = 20.
Figura 3.74: Função de densidade de probabilidade estimada das indemnizações a cargo da cedente (à esquerda) e a
sua função de distribuição (à direita) num tratado ECOMOR.
Neste caso, também existe uma probabilidade muito baixa de a cedente reter indemnizações de
montantes elevados.
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3.4.6 Comparação
Suponha-se um resseguro XL com r = 50000 e l = 500000, um resseguro quota-parte com uma
cessão de 40% e um LCR e ECOMOR com p = 20. De forma a compará-los, analisa-se o total de
indemnizações que serão pagas ao considerar as indemnizações da figura 3.2. A seguinte tabela resume
os resultados obtidos para o ressegurador e para a cedente.
XL Quota-parte LCR ECOMOR
Cedente 26057893 31759925 22596142 36496142
Ressegurador 26875315 21173283 30337066 16437066
Tabela 3.26: Comparação entre o XL, QS, LCR e ECOMOR considerando o agregado total de indemnizações em
unidades monetárias.
Como se pode observar, para este caso, o resseguro XL produz-se um resultado aproximadamente
equilibrado. Só no caso do resseguro LCR é que o ressegurador paga mais do que a cedente, o que o
torna mais vantajoso para esta.
A figura seguinte mostra o comportamento destes tipos de resseguro a partir das inversas das suas
funções de distribuição.
Figura 3.75: Comparação entre o XL, o quota-parte (QS), o LCR e o ECOMOR do ponto de vista do ressegurador.
A figura anterior sugere que o mais vantajoso para o ressegurador é o quota-parte devido ao seu
crescimento lento ou o resseguro excess of loss por ter um limiar definido.
Análise de Tratados de Resseguro 76
3.5 Considerações Finais
Neste trabalho focou-se em alguns tipos de resseguro e na sua análise estatística, especialmente com
recurso às ordens estocásticas. As ordens estocásticas permitiram ordenar os tipos de resseguro em
função do seu nível de risco. Para casos mais simples e intuitivos serviu de fundamentação matemática
e ajudou a estudar casos não tão intuitivos como as misturas de tratados. O tratado excess of loss é
um dos mais utilizados e, por isso estudou-se como se estimaria o seu prémio puro a título de exemplo.
Por fim, foram abordados os resseguros baseados em estatísticas de ordem (LCR e ECOMOR) que não
são tão utilizados na prática.
Numa primeira etapa da análise estatística dos dados, tentou-se modelar a frequência e o valor
das indemnizações. Para os montantes de indemnização utilizou-se a abordagem POT da teoria de
valores extremos, pois os dados apresentavam uma cauda muito pesada e por isso a GPD seria uma boa
hipótese. Também se experimentou modelar os dados com outras distribuições, tais como a Normal,
Beta, Weibull, Log-normal e misturas Gaussianas. Para além disso, tentou-se suavizar os dados com
recurso a uma transformação logarítmica, que não se revelou adequada. Para trabalho futuro, pensou-se
em transformar os dados recorrendo-se à raiz quadrada numa expectativa de obter melhores resultados
na modelação da amostra.
Os tratados de resseguro foram aplicados aos dados, de forma a estudar o seu comportamento. Do
ponto de vista do ressegurador os tratados de resseguro stop-loss e LCR são os mais arriscados, pois
a contribuição a seu cargo tem a possibilidade de crescer muito rápido e sem um limiar de segurança
definido, enquanto que o quota-parte tem um crescimento mais lento e por isso mais seguro para o
ressegurador. No entanto, o ideal é ter um limiar associado como o tratado XL, tendo em conta o seu
nível de risco. Apesar da dimensão da amostra, os dados ilustram bem o comportamento dos tratados
de resseguro.
Como se pôde ver o resseguro ECOMOR baseia-se nos excessos das maiores observações da amos-
tra. Assim, para trabalho futuro, parece interessante estudar o seu comportamento usando concei-
tos/resultados da teoria de valores extremos.
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Anexo A
Modelação da frequência de
indemnizações: outras distribuições
Distribuição Binomial Negativa
Parâmetros:
nˆ ≈ 1.67
pˆ ≈ 0.05
Figura A.1: Aproximação a uma distribuição Binomial Negativa.
Distribuição Geométrica
Parâmetros:
pˆ ≈ 0.031
Análise de Tratados de Resseguro 79
Figura A.2: Aproximação a uma distribuição Geométrica.
Distribuição Normal
Parâmetros:
µˆ ≈ 31.36
σˆ ≈ 20.86
Figura A.3: Aproximação a uma distribuição Normal.
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Anexo B
Teoria de Valores Extremos: conceitos e
resultados fundamentais
Sejam X1, X2, . . . uma sequência de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas
com uma função de distribuição marginal F .
B.1 Modelo máximo por blocos
O modelo por blocos baseia-se no comportamento estatístico de
Mn = max{X1, . . . , Xn},
em que Mn representa o máximo do processo de mais de n unidades de tempo de observação. Em
teoria, a distribuição de Mn pode ser dada por:
P (Mn ≤ z) = P (X1 ≤ z, . . . ,Xn ≤ z) = P (X1 ≤ z)× · · · × P (Xn ≤ z) = (F (z))n
Teorema B.1.1. [1] Se existe uma sequência de constantes {an > 0} e {bn} tal que
P
{
Mn − bn
an
≤ z
}
−→ G(z)
com n → ∞, onde G é uma função de distribuição não-degenerada, então G pertence a uma das
seguintes famílias:
I. G(z) = e−e
− z−ba , com −∞ < z <∞;
II. G(z) =

0, z ≤ b
e−(
z−b
a
)−α , z > b
III. G(z) =

e−(−(
z−b
a
)α), z < b
1, z ≥ b
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com a > 0, b e , no caso das famílias II e III, α > 0.
B.2 Modelo POT
Na abordagem POT (ver [14]), considera-se um termo arbitrário na sequência de Xi’s, X, o com-
portamento estocástico de eventos extremos é dado pela probabilidade condicional:
P (X > u+ y|X > u) = 1− F (u+ y)
1− F (u) , y > 0 (B.1)
Se F for conhecida, então a distribuição de (B.1) também é conhecida.
Teorema B.2.1. [1] Sejam X1, X2, . . . uma sequência de variáveis aleatórias independentes com a
mesma função de distribuição F e seja
Mn = max{X1, . . . , Xn}.
Seja X um elemento da sequência Xi e supondo que F , para um valor grande n,
P (Mn ≤ z) ≈ G(z),
onde G(z) = e
−
[
1+ξ
(
z−µ
σ
)]− 1
ξ
para algum µ, σ > 0 e ξ.
Então, para um valor grande de u, a função de distribuição de condicional (X − u) em X > u, é
aproximadamente,
H(y) = 1−
(
1 +
ξy
σ˜
)− 1
ξ (B.2)
definido em {y : y > 0 e
(
1 + ξyσ˜
)
> 0}, onde σ˜ = σ + ξ(u− µ).
A família de distribuições definida por (B.2) é denominada por família de Pareto generalizada.
Este teorema implica que, se o bloco máximo tem aproximadamente distribuição G, então os excessos
de limiar têm uma distribuição aproximada com a família de Pareto generalizada.
B.2.1 Seleção do limiar (threshold)
Eventos extremos são identificados por definir um valor limiar u, para os quais as excedências
são {xi : xi > u}. Denota-se as excedências por x1,k, . . . , xk,k e os excessos por yi = xj,k − u para
j = 1, . . . , k. Esta aproximação tem o problema de não se saber qual é o limiar adequado. Mas para
este método sabe-se que se o limiar for muito baixo, conduz a um viés; se for muito alto, conduz a
uma grande variância. A prática comum é adotar o menor limiar possível (o limiar do modelo que
providencia uma aproximação razoável). Considera-se aqui dois métodos para este propósito:
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1. Baseado na função de excesso médio
Se Y tem distribuição de Pareto generalizada com parâmetros σ e ξ, então
E(Y ) =
σ
1− ξ , (B.3)
com ξ < 1. Quando ξ ≥ 1, a média é infinita. Agora, suponhamos que a distribuição de Pareto
generalizada é válida como um modelo para os excessos do limiar u0 gerados pela sérieX1, . . . , Xn,
em que cada termo é denotado por X. Assim, para u > u0,
E(X − u|X > u) = σu
1− ξ =
σu0 + ξu
1− ξ , (B.4)
em que σu0 denota um parâmetro de escala correspondente aos excessos do limiar u0. Então,
para u > u0, E(X − u|X > u) é uma função linear de u. O lugar geométrico dos pontos{(
u,
1
nu
nu∑
i=1
(X(i) − u)
)
: u < xmax
}
onde X(1), . . . , X(nu) consiste nas nu observações que excedem u e xmax é o maior valor de Xi,
sendo denominado de Mean residual life plot. Acima do limite u0, onde a distribuição de Pareto
generalizada indica uma aproximação válida para a distribuição do excesso, o Mean residual life
plot deve ser aproximadamente linear em u.
2. Ajustamento da família
Uma outra forma é aproximar a distribuição de Pareto generalizada usando um conjunto de
limiares e procurar pela estabilidade dos parâmetros estimados.
Se a distribuição de Pareto generalizada é um modelo razoável para os excessos do limiar u0,
então os excessos de um limiar de valor mais elevado u, devem também seguir uma distribuição
de Pareto generalizada. Assim, denotando por σu o valor do parâmetro de escala da distribuição
de Pareto generalizada para um limiar u > u0, tem-se que
σu = σu0 + ξ(u− u0),
se o parâmetro de escala varia com u a menos que ξ = 0, mas esta dificulade pode ser contornada
atravéz de uma reparametrização do parâmetro de escala:
σ∗ = σu − ξu,
que é constante em relação a u.
Em suma, este segundo procedimento consiste em estimar o modelo para um intervalo de th-
resholds. E assim, definir um u0 tal que o parâmetro forma ξ deve ser aproximadamente cons-
tante, enquanto que σu deve ser linear em u.
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B.2.2 Estimação de parâmetros
Tendo determinado o limiar, os parâmetros da distribuição de Pareto generalizada podem ser
estimados pelo método da máxima verosimilhança. Supondo que os valores y1, . . . , yk são os k excessos
do limiar u. Para ξ 6= 0, a verosimilhança é dada por:
l(σ, ξ) = −k log(σ)−
(
1 +
1
ξ
) k∑
i=1
log
(
1 +
ξyi
σ
)
, (B.5)
quando
(
1 + σ−1ξyi
)
> 0 para i = 1, . . . , k; caso contrário, l(σ, ξ) = −∞. No caso de ξ = 0, a
verosimilhança é dada por:
l(σ) = −k log(σ)− σ−1
k∑
i=1
Yi. (B.6)
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Anexo C
Modelação dos montantes de
indemnizações individuais: outras
distribuições
C.1 Dados originais
Distribuição Normal
Parâmetros:
µˆ ≈ 0.0199, com um erro padrão de 0.003
σˆ ≈ 0.068, com um erro padrão de 0.002
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Figura C.1: Aproximação à distribuição Normal.
Distribuição Gama
Parâmetros:
αˆ ≈ 0.181, com um erro padrão de 0.009
θˆ ≈ 0.11, com um erro padrão de 0.01
Figura C.2: Aproximação à distribuição Gama.
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C.2 Dados transformados
Distribuição Gama
Parâmetros:
αˆ ≈ 3.11, com um erro padrão de 0.19
θˆ ≈ 0.16, com um erro padrão de 0.01
Figura C.3: Aproximação de Y à distribuição Gama.
Distribuição Weibull
Parâmetros:
βˆ ≈ 2.25, com um erro padrão de 0.08
ηˆ ≈ 0.55, com um erro padrão de 0.01
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Figura C.4: Aproximação de Y à distribuição Weibull.
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